Uréity integral

Cauchyho — Riemannova definicia urcitého integralu

Motivacia P =1f(x) 4x

P=3 f(z)4x

Nech je interval < a, b> ¢astou definiéného oboru funkcie f. Ak je danych m+1 &isel
Xg» X, Xy takych, ze plati:
a=X,< X < X, < ...< X, < X, =D
hovorime, ze je dan¢é delenie intervalu < a, b>na m ciastkovych intervalov
< Xph X; > < XKy Xy >y, < Xy s Xy >
Oznadujeme D = {Xy,%; ... Xy |
Dizku &iastkového intervalu oznadime: Ax, =X, — X, ,  Iste plati: Zm: A, =b—a.

i=1

V kazdom ¢iastkovom intervale < X,_,,X; >, i1=12,...,m zvol'te l'ubovolné ¢islo 7;

Cislo  S¢ (D)= f(n)a% + f(17,)%, + ...+ T (17, )A%, z f (A, nazyvame

integralnym stétom funkcie f pre delenie D intervalu < a,b> a pre danu vol'bu d¢isel

Tl seeas T,

Pre dané delenie D intervalu <a, b> mozeme priradit’ nekone¢ne vela integralnych

suctov S (D) v zévislosti od vol'by cisel 77 .
Rovnako, ku kazdému deleniu D,, ne N ziskame nekonecne vel'a integralnych suctov

S,D,.
Cislo 7/(D) = max{Axl ,AX, ,...,AXm} nazveme normou delenia D .
Teda, ku kazdej postupnosti deleni {Dn} prislicha prave jedna Ciselna postupnost’ 7/(Dn) -

postupnost’ noriem deleni.
' =0.

Hovorime, Ze postupnost’ deleni {Dn} intervalu < a, b> je normaélna, ak lim y(Dn)
n—oo



Nech {Dn} je Pubovol'na normalna postupnost’ delena intervalu < a, b >. PretoZze kazdému
deleniu D, prislacha nekonecne vela integracnych suctov (vzhladom na nekonecne vela
moznosti vol'by bodov 77; ), zvolenej postupnosti {Dn} prislucha nekonecne vela postupnosti
{Sf (D, )} integralnych suctov funkcie f.

Taku postupnost’ {Sf (Dn )} budeme nazyvat pripustnou postupnostou integralnych suctov
funkcie f na < a, b>. {Sf (Dn)} je Ciselnd postupnost’, moze byt konvergentna alebo

divergentna; pre nas budu zaujimavé len tie, ktoré konverguju a maji rovnak limitu 1.

Definicia: Cislo | nazyvame uréitym integrdlom funkcie f na intervale < a, b>, ak pre
kazda pripustnt postupnost’ {Sf (Dn )} integralnych suétov funkcie f na < a, b> plati:
lim S, (D,)=1.

n—o

Ur¢ity integral funkcie funkcie f na intervale < a, b> oznacujeme symbolom

if(XﬂX:LmeSf(Dn) -

a

J suma - sucet integral. suctov
f (X) — integrovana funkcia = integrand

a - dolna hranica integralu
b - horna hranica integralu

b
Urcity integral j f(X)jX, ak existuje, je spolo¢nd limita vSetkych pripustnych postupnosti

{Sf (D, )} integralnych suctov funkcie f na intervale < a, b>.

Veta l: (Postacujuca podmienka integrovatel'nosti).
Kazda spojita funkcia na intervale < a, b> je na iom integrovatel'na.

Spojitost’ funkcie na < a, b> sta¢i k integrovatelnosti. (AvSak existuju funkcie, ktoré nie
su spojité a st integrovatel'né, teda spojitost’ je postacujucou podmienkou, ale nie nutnou).

Plati veta:
Veta 2: Ak funkcia f je ohrani¢end na < a, b> a ma na fiom konecny pocet bodov
nespojitosti, tak je na tomto intervale integrovatel'na.

Integrovatelnost’ funkcie f je zaruCena rozdelenim < a, b> na ¢iastkové intervaly, na
ktorych je f spojita a potom vyuzijeme Vetu 1.
Ak f(X) na < a,b > maibakonecny pocet bodov nespojitosti a v kazdom bode intervalu




<a,b> existuje limita sprava i zlava funkcie f(X), tak funkcie f(X) nazyvame po Ciastkach
spojitou na intervale < a,b>.

Veta 3: (Postacujuca podmienka). Kazda funkcia f(X) po ¢iastkach spojita na intervale
< a,b > je na fom integrovatel'na

2. Zakladné viastnosti urcitého integralu

Veta 4: Ak s funkcie f(x)a g(x) integrovatelné na <a,b>, je i funkcia f(X)+ g(X)
integrovatelna na < a,b > a plati:

b b b
[1f 00+ g00kx = [ fo0dx+[ g(xdx

Dokaz: Predpokladajme, Ze funkcie f(X) a g(X) su integrovatel'né na < a,b >. Pre 'ubovolné
delenie D ={x,,X,...,X,, } intervalu < a,b> a pre 'ubovolnii volbu &isel 77; € < X;_ ..., X;>
plati:

S.,(D) ﬁ[ )+ gm0 =S F(7)% + > 907 A% =S¢ o (D) +S4(D).
i=1 i=1 i=1

Ak [Dn] je Tubovol'na normalna postupnost’ delena intervalom <a, b >, tak podl'a definicie
urcitého integralu plati:

b b
lim$, (D)= jf(x)dx limSg(Dn)zjg(x)dx
Preto existuje aj limita lim S; g (Dn) a plati:
n—oo

lim S¢,4(Dy) = nm[ (Dy)+S4(Dy)]= lim S¢ (D, )+ lim S,(D,)

b b
to vSak znamena, I f (x)dx I g(x)dx

a

7e funkcia f(X)+ g(X) je integrovatel'na a plati:

QD e, T
m—
—
—~~

= ]Z f(x)dx + T g(x)dx.




Veta 5: Ak je funkcia f (X) integrovatelna na < a,b >, je aj funkcia C- f(X) (c je 'ubovolna

b b
konstanta) integrovatel'na na < a,b > a plati: j c-f(x)dx=c- j f(x)dx.
a a

Z predchadzajucich dvoch viet priamo vyplyva veta:

Veta 6: Ak su funkcie f,(X) a f,(X) integrovatelné na <a,b>, je i funkcia
c, f,(x)+c, f,(X) integrovatena na < a,b > a plati:

T[c1 f,(x)+c, f,(x)]dx = cljl f,(x)dx + cz_tf f,(x)dx

k
Dosledok: Ak st funkcie f, (X), i=12,....k integrovatel'né na < a,b >, je i funkcia Z c, f, (X)
i=1
integrovatel'na na < a,b > a plati:
b b b
J'[c1 fi+Cyfy+..4+C fy Jdx = C1J f(x)dx + ...+ ckj i (x)x.
a a

a

Veta7: Ak a <b<c afunkcia f(X) jeintegrovatelnana< a,c >, tak
c b

If(x)jx=jf(xbx+if(x)ix

a a

Veta 8: Ak je funkcia f(X) integrovatelna na < a,b> a f(x)>0 pre kazdé xe< a,b>,
b
tak je I(X)ix > 0.

a

Doékaz: Ak je funkcia f(X) integrovatelnd na < a,b>, tak pre kazdu normalnu postupnost’
deleni {Dn} intervalu <a,b> a pre kazdi volbu bodov 77 €<X;_,X;> plati:

i-1°> 7%
b

lim S, (D, )= [ f (xkix

m
Avsak Sf(D):Z f(77| )AXI prl deleni D:{X X }a f(ﬂ,)Z O,AXI :XI _Xi—l >0

05 Xy
i—1

Veta 9: Nechsu f(x) a g(x) integrovatelné na < a,b> anech f(x)<g(x) pre kazdé
Xe< a,b>.




Potom plati:

D — T

f(x)dx < i g(x)dx

Dokaz: Ak f,g st integrovatelné na <a,b>, potom podl'a Vety 6 je g— f integrovatelna

na< a,b>,

[g(x)- f(x)Hx>o0.

D ey T

g(x)— f(X)Z 0  pre vSetky xe < a,b>, teda

b

vewe: [[g0)- (= [ockx ] £(x)ox0
g(x)dx.

b

t.]. _[ f(xpix <

b

D ey T

V zéavere vlastnosti ur¢ité¢ho integralu uvedieme dve vlastnosti:

Ak je funkcia f(x) integrovatelna na <a,b>, polozime

Newtonova — Leibnizova formula

Newtonov — Leibnizov vzorec dava najucinnej$i sposob na vypocitanie urcitého
integralu.

Veta 10: (Newtonov — Leibnizov vzorec).
Nech je funkcia f(x) integrovatena na <a,b>. Nech je funkcia F(x) spojita na <a,b>a

nech je primitivnou funkciou k funkcii f(x) na <a,b>.
b

Potom plati: j f (x)dx = [F (X)] g: F(b)- F(a).

a

Dokaz: Predpokladajme, ze f (X) integrovatelna na <a,b> a F(X) je primitivna funkcia k
f(x) na <a,b>, t.]. f(X): F'(X) pre vietky Xe < a,b>.

Nech {Dn } je normalna postupnost’ deleni intervalu <a,b> anech D, = {XO, X seees Xp } Je

zrejmé, 7e v kaZzdom ciastkovom intervale <X ;,X;> delenia D, funkcia F(X) spiiia




predpoklady Lagrangeovej vety o prirastku funkcie. Existuju teda Cisla 77, e<X;_, X;>,
i=1,2,..,n také, ze F(x)=F(x_1)=F'(7 ) —xi2)= £ ()6 — %)

Uvaiujm: integralny sucet i
Sf(Dn)=§ f(m Xx —Xi_1)=§[F(Xi)—F(Xi_1)]= F(% )= F(x)+ Fx,) = F(x )+ ..+ F(x,)-

F(Xn1)==F (% )+ F (%, )= F(b)-F(a)
Fa)  F(b)

Teda, 1im$S,(D,)=F(b)-F(a)

f (x )

D ey T

Priklad:

" dx " l x 02
——=[2—= [njenx]|” = en[me?| — ¢njene| = 2 — 1 — en2..
L L

Priklad:
todx . 1 . 7
| = [arcsin x]2 = arcsin— — arcsin0 =
0 1- X2 2 6
Priklad:
ILZ)z(dX - _j —2sin x.;:os de = —[ﬂn‘l +cos’ XL7 =—/nl+ /N2 =/¢n2;
o 1 +C0s™ X o 1+C0s”X

Lagrangeova veta o prirastku funkcie:

Nech ma funkcia tieto vlastnosti:
1. jespojitana<a,b>
2. v kazdom bode <a,b > ma derivaciu

o . f(b)- f
Potom existuje aspon jeden bod 77 € (a,b) taky, ze b— =
a



Stredna hodnota funkcie na intervale

Nech je f(x) integrovatelna na <a,b>. f(x) je potom ohrani¢end na <a,b> . Nech
m je infimum a M suprémum mnoziny jej hodnot na <a,b>

m= inf HfXx, M = sup Hfx

xe(a,b) xe(a,b)

Pre ..Xxe< a,b> plati, ze me(X)SM.

b b b
Podl'a Vety 9: je I madx < I f(xpx < j Mdx

a

m;fdxsi f(x)jstz[dx

mib—a)< | f(xkx<M(b-a):(o-a)
msbiaj;f(x)dst
1

Znamena to, ze

b
J. f(x)jx jecislomedzi m a M.

f (x)dx.

Oznaéme ho u= b

b-a

D ey, T

Plati veta: Veta 11: (Veta o strednej hodnote): Ak je funkcia f(X) integrovatelna na < a,b>
b

a m je infimuma M suprémum jej hodnét pre Xe < a,b>, tak plati  u :LJ. f(xﬁx,
— a o

kde u jecislomedzim a M, t.j. m<u<M.

Veta o strednej hodnote mé jednoduchu geometrick interpretaciu.

b

P=[f(x}ix - obsah kriv. lichobezn,

existuje také ye < a,b>, ze
P=f(y)bo-a) - obsah.....




sta¢i polozit’ f ( ;() = 1 adostavame
b
J f(xpx=u(b—-a) a= tvrdenie vety

a

Pozndmka: Tak ako moézeme uvazovat priemerni dennu teplotu, priemerni spotrebu
materialu......m6zeme uvazovat’ priemernt (strednti) hodnotu funkcie f < a,b>.

Ak funkcia f(X) je integrovatena na < a,b> , tak jej strednd (priemerna) hodnota na

b
tomto intervale je u= b—IaJ. f (th.

5. Integral ako funkcia hornej hranice

Veta 12: Nech funkcia f(X) je na intervale < a,b> integrovatelna. Nech a<c< d<h.
Potom je funkcia f(x) integrovatelné na < ¢,d > .

Nech je funkcia f(x) integrovatelna na < a,b>. Nech je Pubovolny bod z < a,b>. Podl'a
predchadzajticej vety je funkcia f(X) integrovatelnd aj na kazdom intervale, ktory je ¢astou
intervalu < a,b>. Ak ce < a,b>, potom mézeme na < a,b> definovat’ funkciu F(x)

F(x):'x[ f (t)dt .

c

Funkcia F(X) je definovana pre kazdé xe < a,b>. Akby X < c,

potom F(x)= [ flht=—] (et

Veta 13: Ak je funkcia f(x) integrovatelna na < a,b>, je funkcia F(x) =J. f(t)dt

na < a,b> spojita.

Priklad:
Funkcie F(X) =arcsinX, Xe (—1,1), mozeme definovat’ vzorcom (vztahom)

F(x)=arcsin x = J-;dt,
0

V1-t?




X
1 . .
pretoze Jigdt = [arcsmt]; = arcsin X.
0

VJ1-t2

6. Metdda per partes pre urcité integraly

Ak pocitame urcity integral funkcie f(X) podla Newtonovho — Leibnizovho vzorca,

b
potrebujeme vypocitat’ primitivnu funkciu a potom I f(xhx = [F(X)]g = F(b)— F(a). N3jst’

primitivnu funkciu moézZeme ¢asto metddou per partes.

Veta 14: Nech maju funkcie 4,V naintervale < a,b > spojité derivacie y',Vv'. Potom plati:

b ) =[O, — | (i

Dokaz: Z existencie derivacie vyplyva spojitost’ funkcii £,V na < a,b>. Teda, existuju

integraly
b b

J. u(x)v'(x)dx; J. 2'(x)v(x)dx

a a

Z vlastnosti suctu integralov (Veta 4:) vieme,
Ze plati:
b

o o)+ | v = L)) + (oMl

Z definicii derivacie su¢inu vieme, ze:

[()v(X)]' = 2/ (x)v(x)+ (x)v'(x),  ateda,

Tl )+ e o] =Ll

b

J v e+ ek = ()

a

Z toho dostaneme tvrdenie vety.




Priklad:

s

B =X '=1
.[X.costX= ,u’ H )
0 v'=cosX v=sinX 0
Priklad:
1
¢ =/nx u'=— 2 ¢ 2
J.x.ﬁnxdx= z( = X—ﬁnx ——J.xdx g
f , X 2 1 2
V=X v=—
2 2 2
GG IR W T
2 4 4 4 4 4

Substituéna metéda pre urcité integraly

N LA i o JI
[X.smx]0 —j31nxdx—?+[cosx]0 —7—1,

Veta 15: Nech je funkcia f(x) spojité na intervale < a,b> a nech funkcia x #(t) ma tieto

vlastnosti:

1. na < &, f > ma spojiti derivaciu T(t)

1. ¥Y(a)=a, ¥(p)=b
2. pre te<a,pf > je ?’(t)e< a,b>.

Potom plati:

Priklad:
nx =t
j dx Lax=at _j dt
xfl-m® >)<(=1:>t—0 RN
X=0=>t-1

Priklad:

arcsmt] =arcsinl =




X=sint
| dx = costdt 2
jx.\/l—xzdx= X=0=1t=0 =J-sint 1—sin’t. costdt =
0 0
x—1:>t—£
2
cost=1z
z sintdt =dz 0 Y
2 : 2 z 1
zj.cos tsintdt={ t=0=z=1 :_jz dz:{—} —_
0 7 1 3], 3
t=—=12=0
2
1 —x* =t?
1 0 37!
— 2xdx = 2tdt
jxxll—xzdt: =_It2dt= v :l;
0 X=0=>t-1 4 30, 3
X=1=t-0

Plosny obsah rovinnych utvarov

Z elementarnej geometrie vieme pocitat plosny obsah niektorych twtvarov (obdizniky,
trojuholniky, mnohouholniky a zlozené utvary, ktoré sa daju ,,poskladat® z A a [1).
Ukazeme teraz, ako mozno plo$ny obsah pocitat’ pomocou integralu.

A: VPRAVOUHLYCH SURADNICIACH

Nech st funkcie f(X) a g(x) na ( a,b ) spojité a nech g(X)( f (X) pre xe(a,b).

as<x<h

Mnozinu bodov
{ g(x<y< f(x))

} nazyvame

elemntarnou oblastou uréenou funkciami f(x),g(x) a intervalom (a, b).
L={x y|l:a<x<b,g(x)<y< f(v)}

plosny obsah elementarnej oblasti L vypocitame podla vztahu

P =10~ gl



Priklad:
Vypocitajte obsah rovinného ttvaru ohraniceného funkciami: x.y =4, X+y=35

1£x<4

L=
iSySS—x
X

4 2 4
P=J-[5—x—ijdx={5x—%—4£nx} =20—8—4€n4—5+%=%—4€n4
1

X 1
Priklad:
y=x>-x-6 X? —X—6=—x>+5x+14
y=—x>+5x+14 2X* —6Xx-20=0
x* =3x-10=5
(X=5)(x+2)=0
X=5 x=-2

5
P= j(—zx2 +6x+20)dx:{—2x?3+3x2 +30x} =
-2

-2

1
-—<x<0
y x-1 L, =4 3
-2Xx<y<x+1
Priklad:
y—-x=1
0<x<1
y =-2X L, =
v = x XS<y<x+1
y+x=3
1<x£i
L, = 2
X<y<3-X

P=P +P_ +P, =..



B: VPARAMETRICKYCH SURADNICIACH

UvaZujme elementarnu oblast’, ktora je na (a,b) ohrani¢ena funkciou f(X).

O={xyl:a<x<b0<y<f(x)}

Nech funkcia f(X) je dana parametrickymi rovnicami

=¢(t) y=y(t). te(a B

Nech 'P(t), l//(t) su spojité na {a, f), ¥ (t) je rydzomonotdénna funkcia a ma spojitt
derivaciu ¥'(t) na (o, B), ¥(a)=a, ¥(B)=b

Nech v, 20 (je nezapornd) v (@, f).
Ked'ze S”(t) =X je rydzomonoténna na (&, f), existuje k nej inverzna funkcia t = S”’(X)
aplati: Y =yp(t)=y(® " (x))=f(x)

Potom pre obsah oblasti 0 mame:

sz‘f(x)jx:jw(y’ !

sta&i polozit subst. X =%(t), potom dx =%'(t)dt a dostav.

b X= (t) B B
P= [yl (x)bx =| dx=4"(t)t = [y (e Yo (t)dt = [ w(t (ot
a a=¥(t) b=v(p)| ° t «

s
Pre obsah oblasti 0{x, y]:a<x<b,0<y< f(x)} plati: P= .[l//(t).|5’”(t]dt

Priklad: Vypocitajte plosny obsah asti roviny ohranicenej krivkou danou v parametrickom
tvare:

X = 3t?

y=3t—t>, te(0./3)



V3

%)

Priklad: X=acost

y =bsint

a,b)0, te(0; %)

dx=|—asint| dt =asintdt

V3 573
_ (st - _ Cethdt=|6t’ —6L | =3°
P- .([(3t t* )6t.dt = !18t2 6t .dt{a3 6 5} SV

0
+ .[bsinz tadt =+ab
0

1
2

1 sin 2t
=+abl —x— =+
2 4 |,
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